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5k 2.4. Integrace raciondlni lomené funkce

Pruvodce studiem I \

Dalezitou skupinu funkci, které miZeme (aspori teoreticky) integrovat v mnoziné
elementarnich funkci, tvofi raciondini lomené funkce. K Uspésné integraci potie-
bujeme nékteré vysledky z algebry, se kterymi jste se sezndmili v pfedchozim
studiu.

Z toho, co jiZz bylo v pfedchazejici kapitole fedeno, vyplyvd, Ze kaZdou racionalni
lomenou funkcei P(x)/Q(x), kde P(x) a Q(x) jsou mnohotleny, 1ze vyjadfit ve tvaru

P(x)
—— =S5x)+ Ri(x) + -+ R, (x),
Q(x)
kde S(x) je mnohoClen a Ry (x), ..., Ry(x) jsou parcidlni zZlomky. Na libovolném inter-

valu, ktery neobsahuje kofeny jmenovatele Q(x), jsou tyto funkce spojité, tak¥e k nim
existuji primitivni funkce a plati:

P(x)
Q(x)

dx=[S(x)dx+fR1(x)dx+---+/Rs(x)dx.

ProtoZe integrace mnoho¢lenu S(x) je bezproblémovd, stadf umét integrovat parcidlni

zlomky.

A) 2.4.1. Integrace parciilnich zlomka s redlnymi kofeny ve jmenovateli

Nejprve si vS§imneme parcidlnich zlomkd prvntho typu, jejichZ jmenovatele maji redlné
£y kofeny. Jejich integrace je snadna. Pro k = | dostaneme podle vzorce 4 z tabulky 2.1

A
/ dx =Aln|x —a|+c.
X —«

2y Pro k = 2 pouZijeme substituci a vzorec 3 z tabulky 2.1. Vyjde ndm

f——(x_a)kdx_ iy _A/t—k_A/t dt =
t—k+1 A A
I T gt

Pouziti si ukaZeme na piikladech.
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= o oo . 3x + 16
@ Priklad 2.36. Vypoctéte neurcity integral o - dx.

Reseni. Jde o raciondlni funkci, kterd je ryze lomend, protoZe plati st(3x 4+ 16) = 1 <
< st(x? — x — 6) = 2. RozloZime ji na parcialni zlomky. K tomu potfebujeme kofeny
jmenovatele:

) 1£V1+24 1£5 -2,
x>=—x—-6=0 = X1,2 = = —

2 2 3.
Plati tedy x2—x—6=(x—3)(x +2).Oba kofeny jsou redlné a jednoduché. Ke kazdému
kofenu tudiZ piisludi jednoclenny fetézec parcidlnich zlomku. Tvar rozkladu je

3x+16  3x+16 A N B
2—x—-6 (x=NE+2) x-3 x+2’

kde A a B jsou vhodné konstanty. Rovnost vyndsobime jmenovatelem (x — 3)(x + 2)
a dostaneme rovnost dvou mnohoclenti:

3x +16 = A(x +2) + B(x — 3).

Pro uréent konstant A a B je nyni nejrychlejsi do rovnosti dosadit postupné oba kofeny.

Vyjde:

x=-=2: 10 =-5B = B =-2,
x=3: 25=5A = A =S5,

Nyni jiZ miZeme vypocitat integral. Dostaneme:

f B 4+16 _/ 5 2 Voo
x2—x—6 = x—3 x42 -

d d
=5f Y 2 L — s —3-2lnjx+2|+c.

x—3 x+2
Vysledek plati na kterémkoli z intervald (—oo, —2), (—2, 3) a (3, +00). A

1
@ Priklad 2.37. Vypoctéte neurcity integral / —— 3 dx.
x> —x

Reseni. Jde o racionalni ryze lomenou funkci, protoZe st(1) = 0 < st(x> — x3) = 5. Jme-
novatel snadno rozloZime na sou¢in kofenovych Ciniteld. Plati: x> — x3 = x3(x2 — 1) =
= x3(x — 1)(x + 1). V8echny kofeny jsou relné: trojndsobny kofen 0, jemuZ odpovid4
troj¢lenny fet€zec parcidlnich zlomkd, a jednoduché kofeny 1 a —1, jimZ odpovidaji
jednoclenné feté€zce parcidlnich zlomkd. Pfedpoklddany tvar rozkladu je tudiz

1 | A B C D E

- =S+ 5+= + . 2.12
¥ —-x3 xXx-D&x4+1D x3+x2 x+x—1 x+1 2.12)

1B



2.4 Integrace raciondlini lomené funkce

Abychom urcili nezndmé konstanty A, B, C, D, E, vyndsobime pfedchozi rovnost jme-
novatelem x3(x — I)(x + 1). Dostaneme

1=AC*~ D)+ Bx(2 = 1)+ Cx2(x% - 1) + Dx*(x +1) + Ex3(x — 1). (2.13)

Dosadime redlné kofeny jmenovatele a uréime tfi konstanty:

=0: 1=-A = A=-1,
x=1% 1=2D = D=1)2,
=—1: 1=2E = E=1/2.

Zbyva urcit jeSté konstanty B a C. K tomu porovndme koeficienty u stejnych mocnin
promeénné x na levé a pravé strané rovnosti (2.13). Po rozndsobeni a upravich dostaneme

1=(C+D+Ex*+(B+D—-E)x*+(A—C)x?— Bx — A.
Staci sestavit dv& vhodné rovnice:

xl: 0= —B = B =0,
x2: 0=A-C = C=-1.

Samozfejmé je moZné urdit viechny konstanty porovnanim koeficientli, ale kombinace
této metody a dosazeni redlngch kofent je obvykle rychlejsi.

Nyni jiZ mlZeme pfistoupit k vypoétu integralu. Z (2.12) dostaneme

1 1 1 1/2 1/2
SIS N f S dx =
fx5—x3 * _/( x3 x+x—l+x+1) *
/dx 'dx+1/‘ dx +1/‘ dx_
x3 x 2J x—-1 2J x+1"

1 1 1
=2x—2—ln|xl+§1n|x—l|+§1nlx+1|+c

(U prvniho integralu si uvédomte, 7e 1 /x3 = x—3 .) Vysledek plati na 11bovolnem intervalu,
ktery neobsahuje redlné kofeny jmenovatele, tj. &isla 0, 1a —1. A
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5 4 3_ .2
e X+ =20 —x“+1
@ Priklad 2.38. Vypoctéte neurdity integral f .x T3 ij— . dx.

Reseni. Tentokrit nejde o0 ryze lomenou raciondlni funkci (stupeii Citatele je 5 a stupeii
jmenovatele je 3), takZe nejprve musime mnoho¢leny vydélit. Vyjde ndm:

W Fxt =2 -2+ D) @3+ 3+ D=2 -2+ 1
—(@+3x* + 33+ 1D
—2x* =503 —2x% +1
—(—2x* = 6x3 — 6x2 - 2x)
4?42 +1

—x3+3x24+3x+ 1)
2

X< —x
Plati tedy, Ze
5 4 _ 93 _ 4241 2 _
A o =x?-2x+1+ — .
x343x24+3x+1 x34+3x24+3x+1

Vzniklou ryze lomenou funkci musime rozloZit na soucet parcidlnich zlomkd. K tomu
potfebujeme najit kofeny jmenovatele. Je zfejmé, Ze plati x3 + 3x2 + 3x + 1 = (x + 1)3.
Tedy jmenovatel m4 jediny kofen — 1, a to trojndsobny. Odpovidd mu fetézec t¥{ parcidlnich
zlomkd. Tvar rozkladu bude

x?—x _x*—-x A LB . C
W+ 4+3x+1 x+D3 T @+D3 @+1D2 0 x+1°

Po vyndsobeni jmenovatelem (x + 1)* a rozn4sobeni pravé strany postupng dostaneme:

2—x=A+Bx+D+Ckx+ 12
x2—x=Cx>+(2C+B)x+ (A+ B + C).

Porovnanim koeficientii u stejnych mocnin vyjde:

x2: 1=C = C=1,
xl: -1=2C+B = B = -3,
%0 0=A+B+C = A=2.
Plati tedy:
x2 —x 2 3 1

G+ G+D? G2 rrl

B
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Dohromady mame

P4xt—23 241, e lg 2 3 L]
=X — 4ZX - s
(x + 1)3 x+1)3 @+D2 x+1

takZe

dx =

/‘x5+x4—2x3—x2+1
x34+3x24+3x + 1

dx dx dx

2

= —2x+Ddx+2 -3 .
/(x *Ddr+ /(x+1)3 (x+1)2+./x+1

Vypocitdme a upravime integrély z prvnich dvou parcialnich zlomk@ (tfeti je zfejmy).

dx x+1=u du_u"z_ 1 1
_/(x+_1)3= dx = du =/Z3"_—_2__m= 2(x + )2’

dx x+1=u du u! 1 1
/(x+1)2= dx = du =f¥=——=7=—x+1'

Celkovy vysledek, platny na intervalech (—oo, —1) a (—1, +00), je tudiz

/‘x5+x4—2x3—x2+1
dx =
x34+3x24+3x+ 1
I 4 1
- X — +1 1 .
3x x? 4 x (x+1)2+x+1 njx+1|+c

2.4.2. Integrace parcidlnich zlomki s komplexnimi kofeny j ke N

ve jmenovateli (epe ’“?)W
Nynf si v§imneme par01almch zlomki druhého typu. Ty maji ve Jmenovateh mocninu
kvadratického trojélenu x? + px + g, ktery md zdporny diskriminant p? — 4¢q < 0, tj. ma
komplexni kofeny.

Nerrve si viimneme pifpadu, kdy p = 0. Pak musf byt ¢ > 0, a mieme poloZit
g =a’kdea > 0. Pijde tedy o parcidlni zlomek tvaru

Mx+ N
(x2 +a)"’

Mx+ N d /‘ Mx N N ) d
——dx = X =
(x2 +a2)" (x2 + a?)" x2+a?)"

/(xz /(x2+a2)" x.. (2.14)

l

-

kde M,N,aeR, a>0, neN.

Pak

= DMt ]
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= T
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A Prvm integral zvlddneme snadno. Pro n = | vyjde podle vzorce 14 z tabulky 2.1

. x: ) 2x 1 s 5 —_— 5 5 :
[etao=s ] mran Rzt ko= gl +a)+a
\‘*s.‘;, {: I' ll f&’b s (ﬂ‘lb‘ =
2:«;0( Adb‘ J & e

protoZe pro libovolné x € R je x2 +4? > 0.
2y Pron = 2 pouZijeme substituci. Dostaneme

x?+a? =
/(—x—f;xa—z)ndx: 2xdx=<3u = %-%:%/u‘”du:
xdx = 5du
1yt 1 1
ek o
1 1

T ey

. Druhy integrél z (2.14) ndm dé vice prace. Oznaéme

: 1
J,,(x,a)=/m;;dx. a>0.

Metodou per partes odvodime rekurentni vztah

Ju(x,a) =

! = Il N S 2.15)
- — ,a), . )
@n—2a 2 tary ! @n-2a2 'Y |

ktery vyjadfuje pro n 2 2 integral J, (x, a) pomoci J,_1(x, a). To ndm umoZn{ pievést
postupné J,(x, a) aZ na zndmy integral J, (.§ q)/r uvedeny v tabulce 2.1 pod ¢islem 9:

T (*)‘ "‘-’*"'“--7 C.“mia—-d-(_“
Ji(x) =/ "‘{1

2_ledx—-— arctg +c.

o ol Sakiuodnl I e pai e medatu fue farko Jy i ’4, A:v»;a wi pudibe fee fusden Jy

Uka¥me platnost vztahu (2 15). Metodou per partes Vyjde e pron = 2je

1
Jn_1=f————_—1dx=
x%+a?)"
2
x x
=  ton- - _ax=
(x2+a2)"_1+( " )f(x2+a2)" *

_ 1 u = —(n—1)2x
T @2ad)™! T (x2+a?)
v =1 V=X

(@2 +ad)"” (2 +a?)"
- e 2)/ ! dx — (2n 2)2f L g
e e —— n— ——dx — —-2a”f ———5dx
(x2 +a2)"! (x2 + a2)""! (2 +a2)"
=+ @ =Dy 1 — Cn—2Dd?,.
(x2 4+ a?)""
v ohx =
. @.”’)1- 2
e ACA A Gk £ = A s X
;R A il v A A e Ko
A . =2% V4l "
"4"5i§1=’: DI 20 ‘1:'31"‘25 ) Tde = 5 J il (, oy = x‘+1+2J4 -,
iy = 4o o e A <> hripedi Y e
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2.4 Integrace raciondlni lomené funkce

E1 |

Dostali jsme rovnici
* 2
Tiot = et 8= Do = 20— D
Z niZ vypocitime

2n —2d*J, = (2+2)n_1 + (2n - 3)J,_,
x2+a

a odtud jiZ po vyd&leni (2n — 2)a? plyne vztah (2.15).

-8
Priklad 2.39. Vypoctéte neurdity integral f 2 x € (—o00, 400).

25

Reseni. Jde o parcidlni zlomek druhého typu, kde p = 0ag = a® = 2, tj. a = +/2.
Budeme postupovat podle pfedchoziho ndvodu. Nejprve

3x —
(x2+2)3 2)3 / (x2 + 2)3 / (x2+ 2)3
Pro prvni integrdl mame
x2+2=u
1 d 1
/‘zx—zz,,dxz 2xdx du ‘— 3 %:E'/u_3du_—_
**+2) xdx = 1du [ u
1 u? 1 1

T2-2 4 At
Na druhy integral pouZijeme dvakrét vzorec (2.15) — nejprve prorn = 3 apak pron = 2:
1 x 3
——d Jalx, V2) =
f(x2+2)3 x=hlxV2) =1 eI Taa e Y2)
X 3/ 1 x 1
+ = ( + J] (x, \/_2_)) =

8(x2+2)2 2.2 x2+42 ' 2.2
_ X 3x 3 1 arct X
T8 r2t Mty R BTES
Celkové tedy vyjde
3x — 8 d 3 X 3x arct
(2 +2)3 A2+ 12 a2+2)2  Ax2+42) 4 RS f

Na zavér si vS§imneme parcidlnich zlomkd druhého typu v pfipadg, Ze p # 0. Postup

bude obdobny jako v ptipad€ p = 0, tj. parcidlni zlomek rozd€lime na dvé vhodné &4sti, jen
tpravy budou trochu sloZit&ji. Citatel prvniho zlomku vytvofime tak, aby byl ndsobkem
derivace troj¢lenu x% + px + g, tj. dvojélenu 2x + p. Najdeme tudf? vhodn4 &isla r a s

tak, aby

Mx+ N rx+p)+s 2x+p car: 1
= =¥ §
(x24+px+g)*  (x2+px+g) (x2 4+ px + )" (x2+ px +g)n

Ef L
P
e

= :

I




52 Neurcity integral

Pro ¢isla r a s mus{ platit
Mx+N=rQ2x+p)+s=2rx+ (pr+s) = M =2r, N=pr-+s,

z ¢ehoZ dostdvame r = M /2, s = N — pM /2. Tyto vztahy si pochopitelné nebudeme

¥ ws

pamatovat, na kaZzdém konkrétnim piiklad€ ¢isla r a s porovnianim koeficientd snadno

ur¢ime.
Bude tedy
Mx+ N 2x+p 1
; 3 —dx +s 5 — dx.
(x +px+q)” (x +px+q) _ _+ px+q)"
jl (2’“ P dx. Prvni integrdl vypocitdme obdobné Jako prvni integrdl v (2.14). Pron = 1 je
£ r[vx +tg) |

2x +
/z—p——dx = In x2+px+q| +ec=In(x*+ px+4q)+ec,
x+px-+gq { 1o = P i)
X+ /R ﬂ*JsLi‘-—f-.i}ui‘a"“‘»
Desp)oe = T
protoZe jmenovatel je vZdy kladny (grafem funkce y = x% + px + g je parabola rozeviena
nahoru, kterd neprotne osu x, tedy pfislu$nd kvadraticka rovnice ma komplexni kofeny).

28y Pro n 2 2 pouZijeme substituci:

f 2x +p - x2+px—|-q=u du
(x2+ px + q)" | 2x + p)dx =du u"
1 1 1 1

+teo=

1—n ur? l—n.(x2+px+q)”‘1+c

[( 4m AT N Druhy integral pfevedeme substituci na vypocet integrdlu J,. Nejprve doplnime troj-
iy &len x2 4 px + g natplny &tverec:
2 2 4q — 2
2 _ 2)2 _r . ( p ) q—p
x*+px+gqg <x+2 4+q x+2 + i

Vzhledem k pfedpokladu, Ze diskriminant p?> — 44 je zdporny, plati (4g — p?)/4 > 0,
takZe miZeme poloZit (4g — p?)/4 = a?,kde a > 0. Nyni

/ dx = . = dx =
(x2 + px + g)" [(x + p/2)? +a?]

1
- f ————(u2 a2y du = J,(u, a).

Postup si ukdZeme na pfikladu.

i



- — . — _— — E ___J E___J | — _—

¥, - o= L_L [ ] = |

g TOmm—
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>  / . N L 5x + 1
Piiklad;2.40. Vypoltéte neurdity integrdl | ————dx, x € (—o0, +00). @
x24+x+1
Resent, Trojélen x? + x + 1 ve jmenovateli m4 diskriminant 12 — 4. 1.1 = —3, ktery

je zaporny, takZe jeho kofeny jsou komplexm Jde tudiZ o parcidlni zlomek druhého typu.
Derivace jmenovatele je 2x + 1. Citatel 5Sx 4 1 proto upravime na tvar r(2x + 1) + s.
Musi tedy platit

Sx+1=rx+1D)+s=2rx+ @ +5s) = 5=2r, 1=r+s.
To znamena, Ze r = 5/2 a s = —3/2. Zadani bude mit po rozdéleni tvar

5x +1 2@x+1D-3 5 2x4+1 3 1

R4x+1 x24x+1  2x24x+1 2x24x4+1°

5x 41 5 2x +1 3 i
—————dx == ———dx—= | ————dx. 2.1
/x2+x+1 * 2/x2+x+1 * 2fx2+x+1 * (2.16)

Prvni ze vzniklych integrald je snadny (v Citateli je derivace jmenovatele):

2x+1 2
————dx=1In 1).
/x2+x+1 x x“+x+1D

a tedy

Pfed vypoctem druhého integralu dopinime trojélen x2 + x + 1 na tiplny &tverec:

2 tx+1 (+1)2 L (+1)2+3
x = ) —= =(x+= =
*T3) Ta 2) T4

Nyni dostaneme s pouZitim vzorce 9 z tabulky 2.1, kde a = +/3/2:

[ e / /
x2+x+1 (x_|_ % dx = du u? +
2 20x+3) 2 2x + 1
= — arctg — arctg ———=- = — :
% § V3 B BT
Dosazenim dil¢ich vysledkt do (2.16) dostaneme celkem, Ze
/ S5x +1 dx 51( xa ) 32arct 2x+1+
— —In(x“+x e c=
xX2+x+1 2 2.3 & V3
5 2x +1
=—1nx2+x+1)—«/§arct +c.
2™ VG A

.
[~ L
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@) 2.4.3. Integrace parcidlnich zZlomki s redlnymi a komélexnimi kofeny
ve jmenovateli i

w3 +3x24+4

dx.
34+x-2 *

8 | Priklad 2.41. Vyposisie neurtity integrdl /

Reseni. Z ptikladu &islo 2.35 vime, Ze rozklad na parcidlni zZlomky bude vypadat ndsle-
dovné:

34 3x2 44 2 x—=2
x—l——x=1+ + ., )
x3+x-2 x—1 x24x+2

-2
Zlomek —~ = pfed integraci upravime nasledovné:
x2+x+2

x—2  3Q2x+1) 2
24+x+2 x24x+2 (x+%—)2+%'

Po integraci obdrZzime:

2x + 1

V7

/x3+3x2+4
o +ec.

1 5
3 dx=x+21n|x—1|+51n(x2+x+2)+—arctg

Wzl

2x3 4+ 8x2 — 8x — 22

G322+

(9 | Priklad 2.42. Vypottéte neurtity integrdl f

ReSeni. Jmenovatel ma dvojnasobny redlny kofen —3 a v redlném oboru nerozloZitelny
Cinitel x? 4 1. Rozklad m4 tedy tvar:

2x34+8x*—8r—22 A L B Cx+D
(x+3)2x2+1) (x+3)2 x+3 x24+1°

Po vynésobeni vyjde:

203 +8x2 —8x — 22 = A(® 4+ 1)+ B(x +3)(x%* + 1) + (Cx + D)(x + 3),

2x3+8x2—8x—22=Ax2—|-Ax+Bx3+3Bx2+Bx+3B+Cx3+6Cx2+
+9Cx + Dx*+ 6Dx + 9D,

2x> 4+ 8x2 —8x —22=x3(B+C) +x*>(A+3B+6C + D) +
+x(A+B+9C+6D)+3B+9D.

Porovnanim koeficientl obdrzime: A =2, B =1,C =1, D = —3. Tedy

2% +8x* <8 —22 2 Lol x=3
(x+32x2+1) x+3)2 x4+3 x24+1°

K8
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f2x3+8x2—8x——22d / 2 dx+f 1 q +fx—3d
X = X —_— ‘
(x + 322+ 1) (x +3)? x+3 2l

Tteti integral je tieba jest&€ upravit takto:

=3 1[ 2 1
dx = - dx — 3 dx.
/x2+1 * 2/x2+1 * /x2+1 *

Po integraci obdrzime

/2x3+8x2—8x—22 -2

1
= 1 3|+ = In|x® + 1] — 3arct ,
G302 +D) T ey R gl Sactgx e

A

Pruvodce studiem

1) Integrace raciondini lomené funkce sestava ze dvou &asti:

e z rozkladu na parcidini zlomky (a pfipadné déleni u neryze lomené funkce),

e Z integrace jednotlivych zlomku (a pfipadné mnohoclenu u neryze lomené
funkce).

Tyto éasti mohou byt rizné diouhé. Casto zabere prvni st vétsinu doby
feseni prikladu a viastni integrace je velmi rychla. Je to typické, pokud ma
Jmenovatel jen rediné kofeny. V pfipadé komplexnich kofenu, zejména pokud
jsou nasobné, mize byt integrace velmi zdlouhava.

2) Uvedomte si, Ze prakticky miZeme integraci provést, jen kdyZ dokaZeme najit

rozklad na parcidlni zlomky, k emuZ potfebujeme kofeny jmenovatele. Avéak
nalézt kofeny mnohoclenu vyssich stuprit obecné neumime (umime Fesit kvad-
ratickou rovnici, pro rovnice tfetiho a étvrtého stupné existuji vzorce, které jsou
ale pro praktické pouZiti piilis sloZité, pro rovnice stupné pét a vice obecné
tzv. feseni pomoci radikalu neexistuje — viz [12]). UZivatelé na tuto skuteénost
Casto zapominaji a povaZuji integraci raciondinich lomenych funkei za bez-
problémovou (maximaliné zdlouhavou) zaleZitost. Pokud vsak nejde o $kolské
Ulohy nachystané tak, aby .pékné vysly", ale o dlohy z praxe, kde koeficienty
mnohodlend jsou ziskany napf. méfenim, je opak pravdou.

3) Z pfedchoziho je vidét, Ze vysledek neurcitého integralu z racionéini lomené

funkce dostaneme pfi vyse popsanych postupech ve tvaru souétu, kde jako
scitance se mohou objevit pouze uréité funkce (pokud neslouéime logaritmy
a pod. nebo pokud neudélame néjakou umélou Upravu, jako Ze napf. misto x
budeme psét e'"* ). Jsou to

e mnohocleny,
e raciondini lomené funkce,
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Neurcity integrdl

5 x 4 1 X
i) 2arctg| ~tg-+ <}, i —2Inltg 2|,
i) arcg(3g2+3) i), X nitg >
k) arctg(Ztg %)
X X 4 V3 x
) In(tg?= +3)—In{tg? = +1)+ —arctg[ —tg= ).
) n(g 2+ ) n(g 2+ >+~/§arcg(3 g2)
2 V5 X
4.8 —— = by +/Sarctg| —(3tg= +1}],
Y “rgre ) Rl 2 (a5 1)
1
c) 1n|1+tgz|—§1n(1+tg2z), d) tgu-+Initgul,
1 1
©) cos? w D Ctgdx’
3 1
2) —arctg(20032x—1) resp.arctgtgzx, h) riv
gy 1873
-1
i) 2In|l+tgx| — In(1 + tg® x) + 2x, D —,
i) 2In|l1+tgx|—In(l+1tg"x) + 2x i) "
3 1 1
k) tgea+3tga, D Earctg Etgx :
— 1
5. a) °§”+cos§, b) £ (2sin2x —sin4x),

! 12 2
c) 12 (sin 7x + 7sinx), d) _cos 12x n cos 2x ,

24 4
_cos(\/§+ 1)x B cos(v/3 — 1)x

1
1) 7 (2sinx + sin 2x).

2(V3+1) 2(J§ ~-1)

Jako prvniho si v§imneme integralu tvaru

W R(x,¥/X)dx, kdeseN,s22. (2.26)

UkaZme si n&kolik piikladi takovych integrélt.

R(x, /%) = "+£, R(x, Y5) = 1+{/' R(x,z(;)=xj*r/}%.

Poznamka 2.54. Nazorné fedeno, jde o funkce, které dostaneme z funkcix a {/x aredlnych
&isel pomoci konecéné mnoha aritmetickych operaci (se€itani, od¢itdni, ndsobeni a d€leni).

;. {E
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Substituce |x = ' ‘ pievede integrdl (2.26) na integrdl z raciondlni lomené funkce. (zwﬁas&aé elodh

Postup si ukaZeme na piikladu.

x4
X+ /x

Reseni. Zvolime tedy substituci x = 12, tj. t = /x. Vyjde ndm:

Piiklad™2.55. Vypottste neurdity integral / dx, x € (0, 00).

k=&
2+ Sx+1 Y =12 AR AR
YN e = = —T " ydr=2 -1 g
X+ J/x dx =2¢ds 24t 41

coZ je integral z raciondlni neryze lomené funkce. Je tedy potfeba ji upravit na soudet
mnoho¢lenu a ryze lomené racionalni funkce. To je moZné udélat b&Znym algoritmem pro
déleni mnoho¢lenu. Tedy

4

rr+r4+1 1

G sk S S SAPSIL
t+1 r+1

Celkovy vysledek bude

2
1 1
/x +vx dx=2/(t3—tz+z‘+t——)dt=

x+ /% +1
3 2 x? 2
=2(7-F+5 Pl l)+e=" - Txvx+x+2hfVr+ 1] +e.

V ptedchozim pfikladu figuroval pouze jeden typ odmocniny. V integrandu se viak
mohou vyskytnout odmocniny riznych typi. Ty se viak daji vyjadfit jako mocniny o stej-
ném zékladu. Proto se integrdl (2.26), tj. integral typu [ R(x, {/x)dx, nekdy pide ve
tvaru

|
/S(‘x. Mol (2.27)
kde k € N, 51 2 2,...,5 2 2 jsou pfirozend &isla a S je raciondlni funkce k + 1
proménnych. Tento integral budeme fe$it pomoci nésledujici substituce.
Oznacime-li s nejmen3{ spoleény nasobek &isel sy, . . ., sk, je kaZd4 s;-t4 odmocnina
pfirozenou mocninou s-té odmocniny: {/x = ({/x )s/ ¥ kdei =1,..., k. Jetedy integrél

typu (2.27), ktery je zd4nliv€ obecnéjsi, protoZe obsahuje vice riiznych odmocnin, ve sku-
te¢nosti naprosto rovnocenny integralu typu (2.26) a lze ho opét fesit obdobnou substituci
|i=tTl , kde s je zminény nejmensi spole¢ny ndsobek &isel s1, ..., s (nebo jakykoli
vet3i celoCiselny nasobek ¢isla s, ale tim bychom dostali zbyteén& vysoké mocniny nové
proménné ¢ a integrace vzniklé raciondlnf lomené funkce by pravd&podobné byla daleko

vvvvvv

L+ VF - Y5

Piiklad 2.56. Vypoctéte neurdity integral f
e x + /x5

x, x€(0,400).

&

e
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Reseni. Jedné se o integrél typu (2.27). Zvolime tedy substituci x = %, tj. t = {/x,
spliiujici pfedpoklady véty 2.27. Vyjde

x=t
/1+f_fdx e /1+t3_t265dt=
%+ 3/%5 dx =617 dt 6 + 15
615> — 1%+ 1 3612
___/ ( + )dIZfMdI,
PiE+1) t+1

coZ je integrél z raciondlni neryze lomené funkce. Je tudiZ potfeba upravit ji na soucet

b4 rd . rd rd Y v rd M \'f‘ 7 W 4]
mnohoclenu a ryze lomené raciondlni funkce. BéZnym algoritmem pro 9elen1 mnohoclent
dostaneme T

613 — 6t2+6 6
O~ 0 62 12— 2
t+1 t+1

co? je funkce, kterou miZeme rovnou integrovat. Celkovy vysledek bude

_ 6
f““/— VX o (6t 12t+12——)dt=
x4+ Vx r+1

=202 — 624+ 12t —6lnjt + 1| +c =
=2J/x —63/x + 12¢/x —6In(¥x + 1) +c. A

frlipals Dal3 typ, kterym se budeme zabyvat, mé tvare

i / R(x, Vax +b)dx,

kdes € N,s 2 2,a,b € R. V§imnéme si, Ze pokud ¢ = 1 a b = 0 dostidvame integral
typu (2.26).

Substituce uréend rovnostl' 5 = ax +b prevede tento integral na integrél z racionaln{
lomené funkce. Musime z této rovnosti nejprve osamostatnit proménnou x a pak vypocitat
diferencidl. Tedy

(2.28)

r“=ax+b=>x=ts—b a dx=St;_1dr.
PouZiti si opét ukaZeme na piikladu.
09 | Prikiad 2.57. Vypoiste neurity integrdl % dx, x € (0, ).
Reseni. Zavedeme substituci x + 1 = 12, tj. t = +/x + 1. Dostaneme
[ - [

5% ]
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coZ je integrdl z raciondlni neryze lomené funkce. Po vyd&leni obdrZime

t2+t 2
(424
r—-1 1

Vysledek bude

/x +1+1 2 12
W
NAT T N dx =2 [ (r+24+ 2 dt-—2( 2% +21n( — 1
ez f(+ + _1) S + 2+ 2In( ))

=x+1+4V/x+1+4In(vVx+1-1)+c. A

D ) IntgudfDal3i typ, kterym se budeme zabyvat, m tvars

(2.29)

l/ ax+b)
dixi,
cx+d
kdes €N,s =22,a,b,¢,d e R,ad — bc #0.

Podminka ad — bc # 0 zaruCuje, Ze se zlomek & “"

nevykrat1 na konstantu jako napf.

4x—2 =7
2x—1 7
Dale si v8imnéte, Ze proa = d = 1 ab = ¢ = 0 dostdvame integral typu (2.26), jde

tedy o jeho zobecnéni.

Z;‘IZ prevede integral (2.29) na integral z raciondlni

lomené funkce. Jde o substituci ve smyslu véty 2.27. Musime tedy z této rovnosti nejprve
osamostatnit starou proménnou x a pak teprve pocitat diferencial:

Substituce uréend rovnosti | 5 =

+b
s = M = cat*+df =ax+b = x(ct’'—a)=b—-dt
cx +d
N b —dtf
tx = ,
4 ct® —a
takZe
b—drs\ —sdt5 et — a) — (b — dt)scts™1
dx = dr = 4 (et —a) = ( S 4y =
cts —a (cts — a)?
_ s—1
_ s{ad — bo)t dr.
(ct5 — a)?

Vysledek si samoziejmé nebudeme pamatovat, ale na kazdém konkrétnim zadani osamo-
statnime starou proménnou x a spoc¢itdme jeji diferencidl.
Do vysledného integrdlu musime dosadit za ¢ inverznf funkci ¢! (x), jejiz ur&eni je

vSak snadné:
sjlax +b
go_lj 1 =

Vex+d'




Neurcity integrdl

¥ o w s » ]- x + ].
Piiklad 2.58. Vypoctéte neurcity integral V ~—1 ——dx, xe((,+o0).

Reseni. Ide o integral typu (2.29). Zvolime substituci, jeZ je uréena rovnosti ;%i = 12

a osamostatnime x, tj. uréime funkci ¢(¥):

b

1 2 +1
Y2 o et l = x2-D=r+1 = go:x=t2+1.

x—1

Dile si pfipravime diferenciél:

dr.

2 ’ 2 2
t“+1 2t(t°— 1) — (@t + D2t —4t
dx = + dt = ( ) -+ D dr =
2 —1 (2 —1)? (12 - 1)?
Ur&ime jesté inverzni funkci ¢! (x) potfebnou pro pouziti véty 2.27:

_l't— x+1
¢ IEVITT

(Podrobné&j$im rozborem prib&hu funkce ¢(r) 1ze ovéfit, Ze pfi oznadenf z véty 2.27 jsme
volii J = 1 = (1, —|—oo) Jin4 varianta by byla J = (,+400), I = (—o0, —1), pak by
ovSem platilo, 7e ¢~ (x) x4+ D/(x=1).)

Nyni provedeme substituci. Dostaneme:

F —4 /‘ —442 q
/ X1 /t2+1' 212 CE-DE+

coZ je integrél z ryze lomené raciondlni funkce.

Integrand rozloZime na parcidini zlomky. Rozklad jmenovatele na soucin ireducibil-
nich Ciniteld v redlném oboru je zfteymé (r — 1)(r + (% + 1), takZe tvar rozkladu na
soucet parcidlnich zlomkd bude

—41° __A B  Ci+D
¢E—-DE+DE2+1D -1 t4+1 241

1

kde A, B, C a D jsou vhodné konstanty. Po vyndsobeni jmenovatelem obdrZime
42 = A+ D@+ D+ Bt — DE*+ 1)+ (Ct + DYE* - 1).
Nejprve dosadime redlné kofeny 1 a —1, ¢imZ uréime dvé konstanty:

r=-—1: —4 = —4B = B =1.
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Dile sestavime jeSt€ dvé rovnice porovnanim koeficientii u vhodnych mocnin. I bez
roznasobeni je vidét, Ze plati:

£ 0=A+B+C = C =0,
0 0=A-B—-D = D= -2

Dostavame

/1 x-l—ld / ] n 1 2 ds
_ X = —_ — —
xVx—1 r—1 41 241

=—Injt—1+Injt+ 1| —2arctgt + c =

!x—!—l_l Fx+1+1'—2arctg /x—l—l

Vx—1 n\!x—l Vx—1

Vysledek je moZné zjednodusit. Zkuste si jako cviceni ovéfit, Ze plati

/1 [x+1 dx =2In(vVx+1++x—1) - 2arctg‘! ~t/
x\ix—-l x—1

(konstanty ¢ nejsou v obou vysledcich stejné, li¥i se o In 2).
Prvni vysledek je platny i na intervalu (—oo, —1). Zkuste si rozmyslet, jak by na tomto
intervalu vypadala upravend verze. A

=—1In

I integraly typu (2.28) a (2.29) je moZné zobecnit na pifpad, kdy integrand obsahuje
vice riznych odmocnin z tého? linedrniho lenu resp. zlomku. O skutedné zobecn&ni ale
nejde, situace je stejnd jako u dvojice typl (2.26) a (2.27).

Dalsim typem integralii s odmocninami, které lze pfevést na integraly z raciondlnich
lomenych funkci, je Fari s

! f R(x.Vax?+bx+c)dx,  kdea,b,ceR, a#0. (2.30)

Zde R je raciondlni funkce dvou proménnych. Pfitom pfedpoklddédme, Ze kvadraticky
troj¢len nemé& dvojndsobny kofen, tj. %e plati b> — 4ac # O (jinak by se odmocnina
zrusila).

Omezime se na piipad, kdy b = 0 (pak je nutné ¢ # 0), a ukaZeme si feSeni pomoc{
goniometrickych substituci.

Pro zajemce:

Integraly typu (2.30) se obvykle fesi pomoci tzv. Eulerovych' substituci — viz napt. [8, 17].
Z &asovych divodi se jimi nebudeme zabyvat. Pro nase d¢ely z hlediska aplikaci postadi ddle

Leonard Euler (1707-1783) (&ti ojler) — §vycarsky matematik, fyzik, mechanik a astronom. Péisobil
pfevdzn€ v Petrohrad€. Jeden z nejvétSich matematikii viech dob. Napsal kolem 850 praci (v&etn& mno-
hodilnych monografif). Ovlivnil v8echny zakladni matematické discipliny . Od r. 1766 byl slepy (diktoval
svym Zakdm).

[T
Y
L




Neurcity integrdl

uvedené specidlni pfipady. Navic obvykle pljde pouze o integrily ze samotnych odmocnin, kdy
goniometrické substituce vedou pomémé rychle k cili. Mimoto doplnénim kvadratického trojélenu
ax* + bx + ¢ na tplny &tverec a pomocnou substituci 1ze obecny piipad prevést na piipad b = 0
— srv. postup pfi integraci parcidlniho zlomku 1/(x? 4 px + g)" na str. 52.

Uvedeme jen pro pfedstavu, jak Eulerovy substituce vypadaji. Jde o tfi substituce (prvni dvé
pokryvaji viechny pripady, ale tfeti je n€kdy vyhodnéjsi). Novou promé&nnou oznadime z.

Vax? +bx + ¢ = ]alt(x - a), kdyZ b% — dac > 0 (« je koten ax® + bx + ¢ = 0),
Vax? 4 bx 4+ ¢ =t Jax +1, kdy% b* — dac < 0, a > 0.
Vaxt+bx + ¢ = +xt £/, kdyZ ¢ > 0.

Prisluny vztah se vZdy umocni a osamostatni se x (x? se zrusf). Vztah mezi x a 7 je d4n raciondln{
funkci. Pak se teprve vypocitd diferencidl dx. Integrdl (2.30) piejde v integrdl z raciondlni lomené
funkce. Ukdzky pouZiti viz napf. [17, 18].

V ptipadg, Ze v integrédlu typu (2.30) je b = 0, se (po vytknuti |a|) mohou podle

znamének koeficientli vyskytnout celkem tfi typy odmocnin. U kazdého typu soudasné&

uvedeme, pomocf jaké substituce lze dany integral pfevést na integral typu S(cos x, sin x),
kde S(u, v) je raciondlni funkce dvou proménnych u, v, ktery uZ umime fegit. V dal$fm
k > 0 znac{ konstantu.

/R(x, Vk2 — x2) dx x=ksint, te(-m/2, /2)kA=29 (2.31)
ARG R TR “ﬂ.,ts ) T
/ R(x, Vx?+ k%) dx x =ktgr, t € (—m/2, n/2)[Wpa-04 (2.32)
k
/ R(x, Vx2 — k2 k?) dx =i, t € (—m/2,0) nebo (2.33)
t e (0, m/2).

Jeden takovy integral typu (2.31) jsme jiZ pocitali — viz p¥iklad 2.30 na str. 37. Nyni
si ukdZeme dalsi.

1 —
Piiklad 2.59. Vypoctéte neurdity integral f —vVx2—1dx, x¢€(1,+00).
X :

Reseni. Jedné se o integrél typu (2.33), pfi¢emz k = 1. Po substituci a naslednych
upravach dostaneme

_ 1
1 /5—— . T B 1 [ 1 cost
—Vx2—-1dx = cost - - .2t—1' ——dr =
X dx = — <nl7 dr T Sin sin- ¢
1—s1n2 cost . |cost| cost
sin ¢ 5 = dr = — | sint — .= dr =
sinr  sin?t |sin¢| sin?t
. cost cost cos?t
= — s1nt—7——-,2dt=— — dr =
sint sin?t¢ sin? ¢

1 — sin? ¢ 1
=— [ ————dr = 1 — — dt =t +cotgt +c.
sin? ¢ sin? ¢
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Protoze x € (1, +400), volime ¢t € (0, m/2). Na tomto intervalu je sin¢ i cos# kladny,
¢ehoZ jsme vyuZili pfi odstrafiovani absolutnich hodnot.

Dile musime dosadit zpét plivodni proménnou x. K tomu musime vypoc&itat inverzni
funkci. Vyjde ndm

) 1 )
X =——- = sint = — = = arcsin — .
sint X X

Pied dosazenim jest€ pfedchozi vysledek upravime. Postupné dostaneme

1 —— V1 —sin?t
—\/xz—1dx=t+cotgt+c=t+—,—+c=
x sin ¢
1
1 l-z S E FE
=arcsm—+f+c=arcsm—+x 5 +c=
X < X V X
1 x2—1 1
= arcsin— +x —— = arcsin— + vx2 — 1 + ¢.
X X X
Podle véty 2.29 na str. 37 vysledek plati i na intervalu (1, 4+00). A

Vypocet i zdanlivé jednoduchych integrdll typu (2.30) byva technicky pomérné ni-
ro¢ny a zdlouhavy, coZ ukazuje i pfedchozi pfiklad. Nejinak je tomu pfi pouZiti Eulerovych
substituci. Navic je potfeba upozomnit, %e p¥i feSeni tého¥ integralu jednou Eulerovymi
substitucemi a podruhé goniometrickymi substitucemi (nebo dvéma riznymi Eulerovymi
substitucemi) mdZeme dostat zd4nlivé zcela odli§né vysledky. Casto je dost netrividlni
ukdzat pomocf tprav, Ze tyto vysledky jsou stejné (aZ na piipadnou konstantu).

2.6. Zavérecné poznamky

2.6.1. Dostaneme integraci elementarni funkce opét
elementarni funkci?

Na str. 10 jsme si pfipomnéli, co rozumime elementdrnimi funkcemi. Neni téZké si uvédo-
mit, Ze z pravidel pro derivaci plyne, Ze derivovdnim elementédrni funkce vzdy dostaneme
opét elementarni funkci.

BohuZel u neurgitého integralu je situace komplikovangji. ProtoZe elementdrn{ funkce
jsou na intervalech, na nichZ jsou definované, spojité, existuji k nim podle véty 2.3
primitivni funkce. UZ ale neni obecné pravda, Ze primitivni funkce k elementdrnim funkcim
zase musi leZet v mnoZiné elementdrnich funkci. Tento poznatek v§ak musime spravné
interpretovat. V Zadném pfipad€ nefikame, Ze primitivni funkce k n&jaké elementarni
funkci neexistuje. Jen tvrdime, Ze ji nelze vyjddfit vzorcem takového tvaru, jak by se ndm
libilo, tj. nelze ji vytvofit z jakychsi pfesné vymezenych zdkladnich funkci (mnohocleny,
goniometrické funkce atd.) pomoci kone¢ného poctu aritmetickych operaci a sklddéni.
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